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1. Vorbemerkung:

Mit Geogebra steht erstmals im Unterricht ein Programm zur Verfigung, das
die Vorzige eines Dynamischen Geometriesystems (DGS) mit denen eines
Computer Algebra Systems (CAS) zumindest in einem auf3erst interessanten
Teilbereich vereint:

So gibt es ein Zeichenblatt, in dem man DGS-gemal in gewohnter Weise
sehr komfortabel arbeiten kann, und daneben auf Wunsch auch das Algebra Fenster,
in dem man die algebraische Beschreibung der geometrischen Objekte wiederfindet.
Der Unterschied zu DGS besteht nun darin, dass man — je nach Wunsch — das
Algebra Fenster oder das Geometrie Fenster aktivieren und darin Veranderungen
vornehmen kann. Das jeweils andere Fenster passt sich dann automatisch an. Ware
das alles, so ware das schon viel, aber darber hinaus kann dieses Programm wohl
alle tblichen Schulfunktionen symbolisch ableiten und natirlich die Graphen
erzeugen, Tangenten ,auf Knopfdruck’ samt ihrer Steigung konstruieren und
dynamisch wandern lassen, héchst variabel Unter- und Obersummen einzeichnen
und berechnen, Polynomfunktionen symbolisch integrieren und vieles mehr.
Naturlich sind da echte CAS Programme wie DERIVE etc. wesentlich machtiger;
diesen Programmen fehlt jedoch die unschatzbar wertvolle Mdglichkeit, quasi mit der
Maus im Zugmodus in der genau richtigen, vom individuellen Schiiler abhangigen
Geschwindigkeit zu experimentieren, gleiche Vorgange wiederholt und langsam
ablaufen zu lassen. Mit anderen Worten: Mit reinen CAS Systemen sieht man
blitzschnell das Ergebnis, mit Geogebra visualisiert man die Entstehung und das
Ergebnis, was oft wesentlich das Verstandnis erleichtert.

Im Folgenden soll nun anhand einiger Beispiele gezeigt werden, wie mit Hilfe
von Geogebra Dateien wichtige Lerninhalte im Umfeld der Affinen Abbildungen von
Schilerinnen und Schilern weitgehend selbststandig erkundet werden kénnen.
Wichtig ist natiirlich im Anschluss jeweils eine Ubungsphase zur Festigung des
Gelernten. Und auch hier kann nach einiger Ubung sicher das Programm
hervorragende Kontrolldienste leisten. Das vor allem auch deshalb, weil es kostenfrei
allen Schilerinnen und Schilern zur Verfiigung steht (Download von
www.geogebra.at).

Ein kleines Manko sei hier allerdings auch nicht verschwiegen: Das Programm
verfugt leider (noch???) nicht tber Moéglichkeiten, mit Matrizen in der gewohnten
Weise zu rechnen. Insbesondere fehlt die Gbliche augenfallige Notation, die im
Unterricht parallel zum Einsatz des Programms entwickelt werden muss.

Trotzdem: Auch von dieser Stelle aus einen herzlichen Dank an den Autor des
Programms Markus Hohenwarter.


http://www.geogebra.at/
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2. Lineare Abbildungen:

2.1 Vom Punkt zum Bildpunkt
Gegeben sind ein Punkt P(p1;p2) mit seinen Koordinaten sowie die Basisvektoren

a'21 a22
Arbeitsblattes, das fur die folgenden Uberlegungen eine Schlusselfunktion haben
soll, kbnnen die Schilerinnen und Schiler experimentell entdecken, dass der

Bildpunkt P’ von P offenbar dadurch gewonnen wird, dass man den Punkt sucht, der
im neuen Koordinatensystem die gleichen Koordinaten hat wie P im alten:

p' . , a a p,a,, + p,a a, a p
( ,1]=p1'91+p2'eg=pl( 11J+p2( 12J=( 1~11 2 12j=[ 11 12]( 1]
p2 a21 a‘22 p1a21+ p2a22 a‘21 a22 p2

Und damit gibt es einen guten Grund, die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
in der bekannten Art zu definieren.

a a : : . :
el':( “J und ez':( 12} eines neuen Koordinatensystems. Mit Hilfe eines ersten

Ziehe an den griinen Punkten. I
a) Welche Koordinaten hat P' in dem Koordinatensystem mit e1' und e2' als Einheitsvektoren?
b) Wie kann man die Koordinaten von P' aus denen von P, E1' und E2' berechnen?

7

6

5 P’

9 -8 -7 6 -5 4 3 -2 1 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Lésung von a) 1
P' hat im neuen Koordinatensystem die gleichen Koordinaten, die P im alten hat.

-2
L&sung von b):

(3 M

(2

(Datei_1)
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2.2 Streckenlangen und Winkelgrof3en sind keine Invarianten

Mit Hilfe dieser Datei konnen die Schilerinnen und Schiler experimentell die

Erfahrung machen, dass lineare Abbildungen offenbar im Allgemeinen
Streckenlangen und Winkelgré3en verandern.

Ziehe an den griinen Punkten.
a) Sind Streckenléngen invariant bei linearen Abbildungen? 7
Lass zwei Strecken einblenden und untersuche, ob Streckenléange
b) Sind Winkel invariant bei linearen Abbildungen?
Lass zwei Winkel einblenden und untersuche, ob die Winkelgrﬁrsgr

n immer unveréndert bleiben.

immer unveréndert bleibgn.
?

5]
P! 4
3]
2]
L]
M Zwei Strecken ]
1 Zwei Winkel "
O Berechnung von p' e2'0
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 6 7 10
o -1 -
2| L
N -3 | < 36.94°
o
-4

(Datei _2)
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2.3 Geraden werden stets auf Geraden abgebildet

Experimente mit der folgenden Datei legen die Vermutung nahe, dass Geraden
offenbar stets wieder Geraden als Bilder haben.

S~ T
Ziehe an den griinen Punkten. \\\
Werden Geraden wieder auf Geradeﬁa@ebildet? 6

~

Lass eine Gerade mit 'Laufpunkt’ L einblendsw:;eobachie dessen Bildpunkt.
Erzeuge die Ortslinie (4. Button von rechts, Klick'adf L' und dann auf L).

B~

~ ‘I\_'
™

Gerade mit Laufpunkt

O Berechnung

(Datei _2a)
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2.4 Streckenverhaltnisse bleiben unverandert, d.h. sind invariant

Nachdem wir wissen, dass Gerden auf Geraden abgebildet werden untersuchen wir
Streckenverhaltnisse und finden, dass diese offenbar stets erhalten bleiben:

Ziehe an den griinen Punkten.
Bleiben Teilverhéltnisse erhalten?

Vergleiche nun die eingespielten Teilverhéltnis:

A'L'=0.53*A'D’

7

Gegeben sind eine Gerade mit 'Laufpunkt’ L smgi

se
5

e deren Bilder.

___CiBerechnung von p'

AL=0.53"AD

11 12 _13 —t4 15 16
12

(Datei _2b)
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2.5 Die Bilder paralleler Geraden sind parallel, d.h. Parallelitéat ist
invariant

Mit Hilfe der folgenden Datei entdecken die Schilerinnen und Schiiler, dass offenbar
zwei Geraden, die parallel verlaufen, auch stets wieder auf Geraden abgebildet
werden, die parallel sind.

Ziehe an den griinen Punkt? n. ,

Bleibt Parallelitét bei linearen Abbildungen erhalten? L,

Gegeben sind zwei parallelg Geraden (griin) sowie deren Bilder (rot). L,

5 ~ ! -
[ Berechnung von p' pr L / 7

4 @ /// / '-’7{{‘/,-

3 ) / - ]
F,’ D Il "
2 » i

e2' el o -7 / o

(Datei _2c)
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2.6 Welche Abbildung spiegelt an der y-Achse?

Mit Hilfe der folgenden Geogebra Datei wird deutlich, wie die Basisvektoren e;’
und e;’ gewahlt werden missen, damit die Abbildung eine Spiegelung an der
y-Achse beschreibt. Da die Basisvektoren gleichzeitig die Spalten der

-1 0
Abbildungsmatrix sind, ergibt sich experimentell die zugehdrige Matrix: A:( 0 1]

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kbnnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur x-Achse sind Fixgeraden. Die y-Achse ist Fixpunktgerade.

9
Gesucht ist die Abbildungsmatrix fiir eine Spiegelung an der y-Achse.

Versuche durch Ziehen an E1' und E2' zu erreichen, dass Dreleck AB'C' auf Dreleck A{B_C_ liegt.
Welche Matrix beschreibt also die Spiegelung an-der y-Achse?
Lass dir ein Geradenpaar zeigen und versuche Fixgeraden und Fixpunktgeraden zu finden.

7

6

5

[1Geradenpaar zeigen 1 °

0| -el"

(Datei _3)
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2.7 Welche Abbildung spiegelt an der x-Achse?

Mit Hilfe der folgenden Geogebra Datei wird deutlich, wie die Basisvektoren

e;’ und e’ gewahlt werden missen, damit die Abbildung eine Spiegelung an der
x-Achse beschreibt.

Da die Basisvektoren gleichzeitig die Spalten der Abbildungsmatrix sind, ergibt sich

. . . . 1 0
experimentell die zugehdrige Matrix: A= 0

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kdnnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur y-Achse sind Fixgeraden. Die x-Achse ist Fixpunktgerade.

Gesucht ist die Abbildungsmatrix fiir eine Spiegelung ar der x-Achse.

Versuche durch Ziehen an E1' und E2' zu erreichen; d;‘ s Dreieck AB'C* auf Dreieck A_B_C_ liegt.
Welche Matrix beschreibt also die Spiegelung an der x-Achse?

Lass dir ein Geradenpaar zeigen und versuche Fixgeratlen und Fixpunktgeraden zu finden.

[0 Geradenpaar zeigen 5

4]

3]

16

(Datei _4)
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2.8 Welche Abbildung spiegelt am Nullpunkt?

Mit Hilfe der folgenden Geogebra Datei wird deutlich, wie die Basisvektoren

e, und e;’ gewahlt werden missen, damit die Abbildung eine Spiegelung am
Nullpunkt beschreibt.

Da die Basisvektoren gleichzeitig die Spalten der Abbildungsmatrix sind, ergibt sich

-1 0
experimentell die zugehdrige Matrix: A =[ 0 J .
Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kdnnen dann

experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Ursprungsgeraden sind Fixgeraden. Es gibt keine Fixpunktgeraden

Gesucht ist die Abbildungsmatrix fiir eine Spiegelung am Nullpunkt.
Versuche durch Ziehen an E1' und E2' zu erreichen, d%* s Dreieck AB'C" auf Dreieck A_B_C_ liegt.
Welche Matrix beschreibt also die Spiegelung am Nullpunkt?
Lass dir ein Geradenpaar zeigen und versuche Fixgeratlen und Fixpunktgeraden zu finden.
5]
[ Geradenpaar zeigen 4
7 o
3]
]
2]
17 °
e2' [
8 7 6 -5 Kt 3 2 1 1,1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
e S R
.
b _2'_ [ Aktuelle Abbildungsmatrix zeigen:
B S m=| 1 -21
: \ = -1072
o 7A
-4
L] CS |
.
N \
] \\ |B'
e
-7
-8
-9

(Datei _5)
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2.9 Welche Abbildung spiegelt an einer Ursprungsgeraden?

Mit Hilfe der folgenden Geogebra Datei wird deutlich, wie die Basisvektoren

e, und e;’ gewahlt werden missen, damit die Abbildung eine Spiegelung an einer
beliebigen Ursprungsgeraden beschreibt.

Die Bildvektoren e;’ und e,’ erhalt man, indem man e; und e, abbildet. Das war
naturlich auch in allen vorangegangenen Abbildungen so, ist aber moglicherweise
nicht so deutlich geworden. Das bedeutet auch, dass hier nun die Berechnung der
Abbildungsmatrix nicht mehr ganz so einfach ist. Aber sie ergibt sich leicht aus den
konstruierten Bildern der Einheitsvektoren.

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kénnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Senkrechten zur Ursprungsgeraden sind Fixgeraden.
Die Ursprungsgerade selbst ist Fixpunktgerade.

Gesucht ist die Abbildungsmatrix fiir eine Spiegelung an der blguen Ursprungsgeraden.

Versuche durch Ziehen an E1' und E2' 2u erreichen, dass Dreleck AB'C' auf Dreleck A_B_C_ liegt.
Vergleiche nun E1' mit E1 und E2' mit E2.

Wie erhélt man also die Matrix, die die Spiegelung beschreibt?
Lass dir ein Geradenpaar zeigen und versuche Fixgeraden und|Fixpunktgeraden zu finden.

[ Geradenpaar zeigen

1]E2
1 o
E1 "
7 6 5 4 3 2 1ez l1) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
8
° X
O Aktuelle Abbildungsmatrix zeigen: '
-2
3 -AS
-4 |
E
-5 s
7] o 3

(Datei _6)
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2.10 Auch Drehstreckungen lassen sich beschreiben...

Mit Hilfe dieser Datei erkennen die Schulerinnen und Schiler, welche Basisvektoren

Drehstreckungen beschreiben, wie also Drehmatrizen aufgebaut sein miissen. Wenn
sie die Matrix spaltenweise aus den neuen Basisvektoren aufbauen, ergibt sich:

Cos a
A= r[

sin

Dabei sollen auch Sonderfélle (Drehung, Punktspiegelung, Zentrische Streckung) als

solche identifiziert werden.

—sin o
CoSs

J, falls der Drehwinkel a ist.

Ziehe anE1' und anr. 7]

b) Welche Matrix beschreibt eine solche Abbildyng?

a) Um welche Art von Abbildung handelt es si%ﬁ hier?

(Beziehe dich dabei nach Maglichkeit nur auf|r und al)

du?

Lésung a):
Es handelt sich um eine Drehstreckung.

H

Lésung b):

cos(a) -sin(a)

1.06 -0.56 ]
sin(a) cos(a)

M=r*
[ 0.56 1.06

¢) Welche Sonderfélle dieser Abbildungsart erkennst /
4| ~ C Lésung ¢):
. Bei r=1 Drehung und Punktspiegelung bei a=180°.
3 Bei a=0° Zentrische Streckung.
r=1.2 B
2 p ‘5\ T
EQ'
ET1'
e e
6 -5 4 3 -2 1 0 a i 27_92 3 4 5 7 8 9 10 1 12 13 14

(Datei _7)
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2.11 Auch Achsenstreckungen lassen sich beschreiben...

Mit Hilfe dieser Datei kdnnen die Schilerinnen und Schler allgemeine
Achsenstreckungen untersuchen. Dabei kbnnen Affinitatsachse, Streckwinkel und
Streckfaktor getrennt variiert werden.

Als Sonderfalle sollen die Achsenspiegelungen gefunden werden.

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kbnnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur Streckrichtung sind Fixgeraden.
Die Affinitatsachse selbst ist Fixpunktgerade.

Ziehe an a und s, s®yie an B.
Erkldre die Bezeichnling Achsenstreckung fiir diese Art der Abbildung.
Untersuche mit Hilfe des Testpunktes auch die Beziehungen zwischen E1 und E1' sowie zwischen E2 und E2'.
Wie kann man also dje Abbildungsmatrix 'konstruieren'?
© Gibt es Sonderfélle dieser Abbildungsart?
Lasse ein Geradenpaar zeigen und suche Fixgeraden und Fixpunktgeraden.

5
OGeradenpaal zeigen:
4

[ Aktuelle Abbildungsmatrix zeigen

Affinitétsachse

Testpunkt'

(Datei _8)
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2.12 Eine Scherung in Richtung einer Ursprungsgeraden...

Mit Hilfe dieser Datei kobnnen die Schilerinnen und Schiler Scherungen in Richtung
einer Ursprungsgeraden untersuchen. Dabei kobnnen Scherachse und
Scherwinkelwinkel getrennt variiert werden.

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kbnnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur Scherachse sind Fixgeraden.
Die Scherachse selbst ist Fixpunktgerade.

Ziehe an den griinen Punkten.
Beobachte den Testpunkt und sgin Bild und beschreibe die entdeckte Konstruktionsmethode.

Eine solche Abbildung heil’t 'Scherung'.

Untersuche mit Hilfe des Testpunktes den Zusammenhang zwischen E1 und E1' sowie zwischen E2 und E2'.
Wie kann man also die Abbildurfgsmatrix 'konstruieren'?

Blende auch ein Geradenpaar ein und suche Fixgeraden.

Gibt es Fixpunktgeraden?

4]
, Jestpunkt’
3| ;
q ; 46/16°
: _ - .
[1Aktuelle Abbildungsmatrix z&igen: [
E2 °
¥ Zwei Dreiecke zeigen: 1 E2
O Geradenpaar zeigen: &2
0 el E1
3 2 1 \0\““%1. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
-1
Schergerade

(Datei _9)
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2.13 Eine Euler-Affinitat...

In dieser Abbildung sind die blauen Geraden Fixgeraden. Diese Geraden definieren
zusammen mit den Faktoren ewl und ew2 (den Eigenwerten!) die Abbildung:

Um den Bildpunkt zu konstruieren, muss man die Projektionen des Urbildpunktes auf
die jeweilige Fixgerade in Richtung der jeweils anderen mit dem zugehorigen Faktor
ewl oder ew2 multiplizieren.

(Hier kommt also deutlich zum Ausdruck, dass lineare Abbildungen teilverhaltnistreu
sind.)

Wenn eine Gerade mit ihrer Bildgeraden eingeblendet wird, kbnnen dann
experimentell die Fixgeraden und Fixpunktgeraden dieser Abbildung gefunden
werden.

Ergebnis in diesem Fall:
Es gibt nur die vorgegebenen Fixgeraden.
Falls der zugehorige Eigenwert 1 ist, handelt es sich sogar um eine Fixpunktgerade.

b
Ziehe an den griinen Punkten sowie den Schiebereglery.

Beobachte den Testpunkt und sein Bild und beschreibg die entdeckte Konstruktionsmethode.
Eine solche Abbildung heil’t 'Euler Affinitat].
Untersuche mit Hilfe des Testpunktes deg Zusammerhang zwischen E1 und E1" sowie zwischen E2 und E2~
Wie kann man also die Abbildungsmatrix 'Konstruiergn'?

Blende auch ein Geradenpaar ein und sugre Fixgeraden.

Gibt es Fixpunktgeraden? ’Testpunkt
o 4_ s -
3 P e -]

[ I'

[ Aktuelle Abbildungsmatrix zeigen 2l g NTT—/—— H
4 Rt - ]
™ T
E ~\
. . [} ™
OGeradenpaar zeigen: e21 21 ~ \'G'-' ;
. i ET o
1 Zwei Dreiecke 0 et
-5 -4 -3 -2 -1 o el 1I 2 3 o 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(Datei _10)
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2.14 Eine Lineare Abbildung gegeben durch zwei Punkte und ihre
Bildpunkte...

Mit Hilfe dieser Datei erkennen die Schulerinnen und Schuler, dass in der Regel zwei
Punkte zusammen mit ihren Bildpunkten ausreichen, eine lineare Abbildung zu
definieren. Dabei spielt die Invarianz der Teilverhéltnisse eine entscheidende Rolle.

AulRerdem soll hier der Zusammenhang zwischen den Flachen von Urbildfigur und
Bildfigur untersucht werden. Dabei kann die Determinante der Abbildungsmatrix als
verbindender Faktor (und als Flache des Bildparallelogramms des
Einheitsquadrates) entdeckt werden.

Diese lineare Abbildung wird durch die beiden Punkt/Bildpunkt Paare A und A’ sowie B und B’ definiert.
Ziehe an den griinen Punkten sqwie an A' und B'.
Beobachte den Testﬁunkt und sein Bild, Wie kénnte hier der Bildpunkt konstruiert worden sein?
Untersuche mit Hilfe des Testpunktes den Zusammenhang zwischen E1 und E1' sowie zwischen E2 und E21'
Wie kann man also die Abbidurfgsmatrix 'konstruieren'? ‘.‘
Lass die Determinante der Abbildungsmatrix berechnen. 1| W2 =119
. - oly2 =1.
Was fallt dir auf? Vergleiche auchdie Flachen der beiden Dreiecke mit der Determinante! "pH' 4
S E |
4l - L restpunkt” - *
] LA
..
37 -]
JF
W E ",
2 L] l
- 5 ) < ~-B e
M=| 1.02 046 .. o
0.33 0.87 J ' ’
1, E2 E2_— o
Determinante berechnen e2 /E;1J'0Iy3 F0.74
Determinante=0.74 0 E1 . .
-3 -2 -1 Njo el 7y 2 3 hY] 5 6 7 8 9 10 11
¥ Zwei Dreiecke zeigen ‘ '
-2 |
-3

(Datei_11)
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2.15 Das charakteristische Polynom, Eigenwerte und Eigenvektoren...
(Datei von Herrn Bennemann, Hennef)

Aus den Koordinaten von E;’ und E;’ ergeben sich wie immer die Elemente

a1, a1, aiz und az, der Abbildungsmatrix.

Damit lasst sich leicht der Graph des charakteristischen Polynoms der Abbildung
Char = (a11-x) (a22-X) - a1z az; (lila) konstruieren.

Seine Nullstellen sind aber gerade die Eigenwerte der Abbildung
(A=x(EW1) und Az = X(EW?2)).
— —a — —a
Und die Vektoren v, :(a 2 j und v, =( 12 J sind Eigenvektoren der
11 11~ 72
Abbildung (gestrichelte Richtungen). Dies lasst sich auch leicht verifizieren, wenn

man den auf einem Kreis um den Nullpunkt frei beweglichen Punkt D und seinen
Ortsvektor mit seinem Bild D’ und dessen Ortsvektor vergleicht.

Determinante = @187 el

Creiecks O \x
Abbildungsmatrix:[ 0.9 0.8 ] Eigenwert 1 =063 /’
0.47 1.28 ] Eigenwert2 =156 Beliebiger Einheitsvektor
\ ’ M Einheitskreis und Bildelipse . / .,-"
gl | @ Charakteristisches Polynom e
. Eigenvekioren K
/ /
/ / a

(Datei_Bennemann)
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3. Affine Abbildungen mit Verschiebung

3.1 ...und wenn der Nullpunkt kein Fixpunkt ist...

Anhand der Datei ,affin_1’ sollen die Schuilerinnen und Schuler herausfinden, wie
sich die Abbildungsgleichung andert, wenn bei einer linearen Abbildung eine
Verschiebung dazu kommt, der Nullpunkt also kein Fixpunkt mehr ist.

Das Ergebnis:

a, a
Der Punkt P(p1,p2) hat unter der Abbildungsmatrix M =( H 12jund der

aZl a22

-~ (v
Verschiebung v :( 1Jden Bildpunkt P’ mit dem Ortsvektor:

2

_p’.:(all alZJ.(pl)_’_(vlJ.
ay; Ay P, v,

Ziehe an den griinen Punkten.
Wie ergeben sich offenbar die Koordinaten des Bildes Testpunkt' von Testpunkt aus den
Urbildkoordinaten und denen von N', E1' und E2'?

(=]

F Lésung

4
3 Testpunkt'= 21 z2 =| 8

o 01 3 -2 1
2
1 I A A _,Testpunkt =(81)
0

-4 -3 -2 - 1 2 73 4 5 6 77 8 9 0 1 12 13 14 15 16 17 18 19 2(

1 n' . 7

(affin_1)
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3.2 Affine Scherung

Mit Hilfe dieser Datei konnen die Schulerinnen und Schiler Scherungen in Richtung
einer Ursprungsgeraden untersuchen. Dabei konnen Scherachse und
Scherwinkelwinkel getrennt variiert werden.

Hier kbnnen zwar keine Geraden und Bildgeraden ,eingeblendet’ werden, wohl aber
uber den Button ,Gerade durch zwei Punkte’ mit Hilfe zweier Dreiecksseiten

(z.B. DE und D’E’) erzeugt werden. Damit lassen sich dann auch Fixgeraden und
Fixpunktgeraden entdecken.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur Scherachse sind Fixgeraden.
Die Scherachse selbst ist Fixpunktgerade.

Die Abbildungsgleichung wurde gefunden mit Hilfe der Bilder N’, E;’ und E,’ von
N, E1 und E;: Die Spalten der Matrix sind die Koordinaten von (e;’-n’) und (e;’-n’), die
Verschiebung ist dann naturlich der Vektor n’.

Scherung: 5
Mit Hilfe von A und B kann die Schergerade (eine Fixpunktgerade)
verdndert werden, und mit C und C' ger Scherwinkel... Testpunkt'
4
Testpunkt F o oE
° 3 D 6
C' . S
o
2 hg ;Ez'
/
o« 1,E2 /
\ l //
\ / P E1'
.
h ! ,'IO N — E1 "

v [ Abbildungsgleichung:

-3
Testpunkt'=| 0.7 0.79 -124 |, [ 12 ][ 3.02
Sc erade -0.12 1.3 34 0.46 5.03

(affin_2)
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3.3 Affine Abbildungen sind durch ein Dreieck und sein Bild eindeutig
definiert

Die Schulerinnen und Schuler sollen anhand dieser Datei erkennen, dass bereits die
Angabe dreier Punkte, die nicht alle auf einer Geraden liegen, mit ihren Bildpunkten
eindeutig eine affine Abbildung definieren und warum:

Entscheidend fir die Begrindung sind
» dass Geraden auf Geraden abgebildet werden, und
» dass Teilverhaltnisse erhalten bleiben.

Im Beispiel teilt G’ die Strecke B’C’ (innen) im gleichen Verhaltnis wie G die Strecke
BC teilt.

Dann teilt Testpunkt’ die Strecke A’G’ (aul3en) im gleichen Verhaltnis wie

Testpunkt die Strecke AG teilt.

Weiter ist in dieser Datei auch das Bild des Einheitskreises um den Nullpunkt
eingeblendet, und man kann mit F’ auch das Bild eines einzelnen Punktes dieses
Kreises verfolgen.

=-]

J Allgemeine Affinitat:

| Bereits durch die Angabe eines Dreiecks und seines Bilddreiecks
1ist eine affine Abbildung eindeutig definiert!
| (Da namlich die Teilverhéaltnisse erhalten bleiben...)

[=2]

o

. q\\ ) ‘Testpunkt
4 \ "o ’/,
\ =& A
3 A R Y
T Testpunkt'
’-l
2| -
p«G’I/"’
1‘E2 d=T
Lo
0 E1 e
5 4 -3 2 1 1 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17 18 19

- 0 2 3 4
1 [ Abbildungsgleichung:

-2 Testpunkt=| 123 1.9 502 |, -312 |_[ 11.25
016 184 || 4.3 -453 254

(affin_3)
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3.4 Affine Achsenstreckung

Die Schilerinnen und Schiler sollen anhand dieser Datei eine affine
Achsenstreckung kennenlernen. Die Abbildung kann mit Hilfe der Affinitatsachse AB,
dem Streckwinkel o und dem Streckfaktor s frei festgelegt werden.

Hier kbnnen zwar keine Geraden und Bildgeraden ,eingeblendet’ werden, wohl aber
uber den Button ,Gerade durch zwei Punkte’ mit Hilfe zweier Dreiecksseiten

(z.B. GH und G’H’) erzeugt werden. Damit lassen sich dann auch Fixgeraden und
Fixpunktgeraden entdecken.

Ergebnis in diesem Fall:
Alle Parallelen zur Streckrichtung sind Fixgeraden.
Die Affinitdtsachse selbst ist Fixpunktgerade.

Weiter ist in dieser Datei auch das Bild des Einheitskreises um den Nullpunkt
eingeblendet, und man kann mit F’ auch das Bild eines einzelnen Punktes dieses
Kreises verfolgen.

a=119 Wie wird in dieser Abbildung offenbar der Bildpunkt konstruiert?
I Uberpriife deine Vermutung auch, indem du die Stellung der Schieberegler
+-und-die-Lage der Punkte A-und B-verédnderst.
In welchen Fallen liegen J und J' auf einer gemeinsamen Geraden?

7]
n
-
()]

O Abbildungsgleichung:
3 [

7 ..Testpunkt'

\d
/\
\
va
/
/
/
/
/
/
m
(%]

Affinitatsachse T— o “ °

(affin_4)
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3.5 Euler Affinitat

Die Schulerinnen und Schuler sollen anhand dieser Datei eine Euler Affinitat
kennenlernen. Die Abbildung kann mit Hilfe der beiden Fixgeraden g=AB und h=CD
sowie dem Punkt F mit seinem Bildpunkt F’ frei festgelegt werden:

Jeder Bildpunkt liegt vom Fixpunkt E aus gesehen im gleichen Verhaltnis weiter in
Richtung g (bzw. h) als sein Urbild, wie F’ weiter in diesen Richtungen liegt als F.
(Hier kommt also deutlich zum Ausdruck, dass affine Abbildungen teilverhaltnistreu
sind.)

Wieder ergibt sich die Abbildungsgleichung aus den Bildern E1’, E;’ und N’ der
Punkte E;, E; und N:

Also mit a;1=x(E1’)-x(N’"), a21=y(E1’)-y(N’), a12=x(E2’)-x(N’), ax=y(E2')-y(N’),

und b1=x(N’)-x(N), b2=y(N’)-x(N)

a21 a'22 b2
Auch hier kdnnen zwar keine Geraden und Bildgeraden ,eingeblendet’ werden, wohl
aber Uber den Button ,Gerade durch zwei Punkte’ mit Hilfe zweier Dreiecksseiten

(z.B. LM und L’M’) erzeugt werden. Damit lassen sich dann auch Fixgeraden und
Fixpunktgeraden entdecken.

- (a, a,)- (b
Damit ergibt sich dann z.B. a':( " 12J-a+( 1].

Ergebnis in diesem Fall:

Nur die Geraden AB und CD sind Fixgeraden.

Sie werden zu Fixpunktgeraden, falls der Streckfaktor in ihre Richtung den Wert 1
hat.

Euler-Affinitat: 5
Mit Hilfe von A und B kann die Gerade g, mit C und
die Gerade h verdndert werden (zwei Fixgeraden). ‘ _
Mit F und seinem Bildpunkt F' w#c die Abbildung dann komplett festgelgt.

_Testpunkt 1

1 N'
?Testpunkt 1

4 DAbbiIaungsgIe?chung: !

(affin_5)



Gunter Seebach: Dynamische Erkundungen zu Affinen-Abbildungen 24.10.2010 24

3.6 Drehstreckung

Bei dieser Abbildung wird das Ausgangsdreieck zunédchst um den Nullpunkt gemaf
dem eingestellten Winkel gedreht, dann vom Nullpunkt aus mit dem Faktor r1’

gestreckt und schlief3lich mit dem Vektor NN' verschoben.

Wieder ergibt sich die Abbildungsgleichung aus den Bildern E;’, E;’ und N’ der
Punkte E;, E; und N:

Also mit a11=x(E1’)-x(N’), 821:y(E1’)-y(N’), 812:X(E2’)-X(N’), azzzy(Ez’)-y(N’),
und b1=x(N’)-x(N), b2=y(N’)-x(N)

- (a, a,)- (b
Damit ergibt sich dann z.B. a'=| ** " |-a+| * |, wie man mit ,Testpunkt’
aZl aZZ b2

kontrollieren kann.

7
Ziehe an E1', N'und r1".

o
Um welche Art Abbildung handelt es sich hier?g )
Wie lautet die Abbildungsgleichung? / T &
5 fff ///”/
M =111 B
e / -
4 /
L
"{‘///
_Testpurg(t A c
®
E2' C0
2
€2\ g1 eEla=17.74° , B
77-F 1 ° E—
N Wik
A
7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

O Abbildungsgleichung

(affin_6)
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4. Schlussbemerkung:

Wie ich hoffe, ist deutlich geworden, dass sich mit dem Programm Geogebra lineare
und affine Abbildungen sehr gut untersuchen lassen. Naturlich sind nicht alle
Abbildungsarten untersucht worden, aber eine vollstéandige Klassifikation war auch
nicht Ziel in diesen Ausfihrungen.

Eines ist allerdings hoffentlich ganz deutlich geworden:

Um die Gleichung einer Abbildung zu finden muss man ,nur’ die Punkte
N, E1 und E2 abbilden.

Aus den Koordinaten der Bildpunkte lasst sich die Abbildungsgleichung
unmittelbar entnehmen...




